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  هاي با ضخامت متغير به روش انرژي تحليل پايداري ورق
  2صادق كاظمي، 1يان عليمحمدمهدي 

  
  

  دهيچك
.  براي محاسبه بار كمانش ورقهاي با ضخامت متغير با استفاده از روش انرژي ارائـه شـده اسـت                   يدر اين مقاله يك حل تحليل     

ابتدا معادلـه   .  است ي ساده، ايزوتروپ و تحت بار درون صفحه ا        ي ابعاد متفاوت،تكيه گاه مفصل    يورق در نظر گرفته شده دارا     
 آن بررسـي شـده اسـت و در ادامـه سـپس تحليـل       يمسير پس از كمانش ورق با ضخامت ثابت و ميزان كاهش سختي غـشائ       

كمانش ورقهاي با ضخامت متغير خطي ارائه و رابطه ميزان كاهش ضريب كمانش بر اساس كاهش ضخامت ورق ارائـه شـده                      
 شـده  ي آنها بررسمانشدر پايان نيز، كمانش ورقها با ضخامت متغير غير خطي مورد مطالعه قرار گرفته و رفتار پس از ك             . است
  .است

  

  : يديكلمات كل
  متغيركمانش، پس از كمانش ورقها، روش انرژي ، ضخامت 

  
  

Stability Analysis of Tapered Plates Using Energy Method 
 

M. M. Alinia , S. Kazemi 
ABSTRACT 
In this paper a new exact solution procedure, using energy method, is formulated for the buckling analysis of 
simply supported tapered rectangular plates subjected to uniform compressive load. At first, plates having 
uniform thickness are considered and their post-buckling paths and relative reductions in the membrane stiffness 
are calculated. Then, the buckling analyses of plates with linearly varying thicknesses are studied and the change 
in the buckling stress factors based on the reduction of the thickness is presented. Further, the buckling analyses 
of plates having thicknesses that vary non-linearly are studied. Finally, the post-buckling analysis of tapered 
plates is discussed. 
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  مقدمه -1
هاي هوايي    هاي مهندسي از جمله سازه      در بسياري از سازه   

و دريايي از ورقهاي با ضخامت متغير خطـي و غيرخطـي            
ها كـاهش وزن      مزيت عمده اين نوع ورق    . شود  مياستفاده  

در ملاحظات طراحي دانستن بار كمانش ايـن        . سازه است 
مقدار . رود  شمار مي   از نكات كليدي طراحي به    ورقها  گونه  

 هـاي  ورقهـاي مختلـف       دقيق بـار كمـانش بـراي حالـت        
گـاهي    مستطيلي بـا ضـخامت يكنواخـت و شـرايط تكيـه           

  ].2 و1[گوناگون در دسترس است
 مـستطيلي بـا ضـخامت       ورقهايبررسي تعيين بار كمانش     

  متغير توسـط بـسياري از محققـين بررسـي شـده اسـت،      

Wittrick  و  Ellen مــستطيلي بــا ورقهــاي بــار كمــانش 
 و ضخامت متغيـر    (SSSS) لبه   4 مرزي ساده در هر      شرايط

در راستاي عمود بـر بارگـذاري بـه دو صـورت خطـي و               
ــد  ــرار دادن ــورد بررســي ق ــه ]. 3[نمــايي را م در ايــن مقال

هـاي بارگـذاري شـده         با لبـه   ورقهاي،محاسبه بار كمانشي    
بصورت ساده و لبـه هـاي بارگـذاري نـشده بـه صـورت               

تحليـل صـورت    .  اسـت   نيز بررسي شـده    (SCSC)گيردار  
 است و   گالركينگرفته توسط اين محققين بر اساس روش        

هـاي سـاده از تـابع تغييـر مكـان             در راستاي عمود بر لبـه     
سينوسي و در جهات ديگر با شرايط مرزي مختلف نيـز از            
تركيب توابع مختلف براي ارضاء شـرايط مـرزي اسـتفاده           

نتايج حاصـل از روابـط بدسـت آمـده توسـط            . شده است 
محققين فوق به دليل استفاده از چندين نوع تـابع از دقـت             

ــت   ــوردار اسـ ــالايي برخـ ــسيار بـ  و Nerantzaki .بـ

Katsikadelisازروش )(Analog Equation Method براي 
گاههاي ساده در هر چهار طـرف و بـا            با تكيه  ورقهايحل  

ضخامت متغير به صورت خطي و نمايي در راستاي عمود          
استفاده كرده كه نتايج حاصـله بـسيار     بر راستاي بارگذاري    

  ].4[ است Allenو  Wittrick مشابه نتايج 
 Szilardــاب خــود روش هــاي عــددي و كلاســيك  در كت

با ضخامت متغير را تـشريح نمـوده اسـت           تحليل ورقهاي 
]5 .[Timothy  و همكاران اثر خوردگي موضعي در ورقها 

ــل ــا اســتفاده از روش  و پان ــا هــاي تقويــت شــده را ب ي ه

 حـل دقيـق     Leissa و   Kang]. 6[محاسباتي بررسي كردند    
گاهي را   با شرايط مختلف تكيه    محاسبه بار بحراني ورقهاي   

  و Chehill]. 8 و7[با استفاده از روش انرژي ارايه نمودند 

Dua  مستطيلي با فرمهاي مختلف تغيير      نيز كمانش ورقهاي
  ].9[در ضخامت را مورد بررسي قرار دادند 

هاي زيـر خلاصـه       بخش درتوان   اله حاضر را مي   اهداف مق 
  :نمود

ين معادلات مسير پـس از  ي بررسي رابطه بار كمانش و تع -
 همگن و ايزوتروپيك با ضخامت ثابت و        هاي ورقكمانش  

  .ورقنحوه توزيع تنش در حالت پس از كمانش در عرض 
 همگن و ايزوتروپيك بـا      ورقهاي رابطه بار كمانش براي      -

  .خطيضخامت متغير 
 همگن و ايزوتروپيك بـا      ورقهاي ي رابطه بار كمانش برا    -

  .يضخامت متغير خط
 همگـن و ايزوتروپيـك بـا        ورقهاي رابطه بار كمانش براي      -

  .اي درجه دوم ضخامت متغيربه صورت يك تابع چند جمله
ــانش  - ــس از كم ــسير پ ــادلات م ــاي مع  همگــن و ورقه

 . ايزوتروپيك با ضخامت متغير

  
 سختي غشائي و تعيين معادله مسير ميزان كاهش -2

  با ضخامت ثابت ورقهايپس از كمانش 
در ) 1( مطـابق شـكل   bوa  با ضخامت ثابت و ابعاد ورقي

  .شود ينظر گرفته م

 
هاي ساده  گاه  مستطيلي با تكيهورق بعدي  نماي سه:)1(شكل 

  ر طرفادر هر چه
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مستطيل  ورق نماي فوقاني و سيستم مختصات :)2(شكل 
  لشك

 

  ورقمقطع و سيستم مختصات  :)3(شكل 
 

هاي مربوط    و حذف ترم   ورق ي برا يبا نوشتن معادله انرژ   
وي رم وجـود ني ـ   دبـه علـت ع ـ     xyN و   yN يبه نيروها 

  و نيـروي برشـي غـشايي       yمحوري در راسـتاي محـور       
   :توان نوشت مي
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ــه در آن  ــسته ، Eك ــدول الاستي  ν ضــخامت ورق، h م
 نيـروي درون صـفحه اي در راسـتاي          xNضريب پواسن،   

x نثـي در راسـتاي      هاي كـرنش در تـار خ       و مولفهx ،  y 
  با صرفنظر از ترمهـاي مرتبـه بـالاتر بـه ترتيـب بـه                 xyو

  :صورت زير در نظر گرفته شده است
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  به ترتيـب تـابع تغييـر شـكل           w و u ،  vروابط فوق   در  
توابـع  در ايـن مقالـه      .  اسـت  z و x ،  yورق در راستاي    

سـتاهاي فـوق كـه      براي بيان تغيير شـكل ورق در را       شكل  
 بـه ترتيـب بـا       كننـد      شرايط مرزي مسأله را ارضـاء     بتواند  

  : به صورت زير نشان داده شده استw وu،  vانديس 

)5(  b
yCos

a
xu

a
xuxuu πππ 22sin.2sin. 21 ++=

)6(  a
x2Cos

b
y2sin.v

b
y2sin.vyvv 21

πππ
++=

)7(  b
ysin

a
xsin.ww 2

ππ
=  

  
 ،)3( و )2(روابــط در فــوق توابــع شــكل  بــا جايگــذاري

ــه ــي  مؤلف ــار خنث ــرنش در ت ــاي ك ــتاي ه  x،  y در راس
   :شود ميه نوشتصورت زير  به
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 در  در تــار خنثــيهــاي كــرنش مؤلفــهبــه همــين ترتيــب 
  :شود مي نيز به شكل زير نوشته xyراستاي
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 )10 ( در معادله  )9( تا   )5( جايگذاري مجموعه معادلات     با
   .شود مي نوشته  زير به صورتپتانسيل كل ورقانرژي 
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  :شود مي به صورت زير تعريف Φدر رابطه فوق تابع 
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 در رابطه فوق به صـورت زيـر تعريـف           1Φهمچنين تابع   
  :شود مي
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 انرژي است كه با با استفاده از اصل         عبارت فوق فانكشنال  
حداقل انرژي پتانسيل وكمينه كردن آن نسبت به هر كـدام           

  . رسيددستگاه معادلات به يك توان مياز ضرائب ثابت 
با مشتق گيري از عبارت فوق نسبت به هر كـدام از ثابتهـا              

  : نوشتتوان مي
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 تغيير شكل متوسط ورق در راستاي       توان  مي) 19(از رابطه   

yرا به شكل زير نوشت :  
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  : نوشتتوان مي) 18(در رابطه) 26(با جايگذاري رابطه 
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  : نوشتتوان مي) 20(از رابطه 
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  : نوشتتوان مي) 21(از رابطه 
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بترتيــب روابــط ) 24و23(ت معــادلابــه همــين ترتيــب از 
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 ورق( يكـسان    ورق طـول وعـرض       كه حالت خاص براي  
هـاي كنـاري       بـا لبـه    ورقضـخامت وسـط      و   ) شكل مربع

بـه   تـوان   مـي  ،)خوردگي اتفاق نيافتده باشد   ( باشد   ويسام
  :رابطه زير دست يافت
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=== ηψ
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بـه صـورت زيـر نوشـته         رابطه بـار بحرانـي نيـز         درنتيجه

   :شود مي
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در واقـع همـان رابطـه كلاسـيك بـار كمـانش              فوقرابطه  

آن بـدليل    صفحات با ضـخامت يكنواخـت اسـت كـه در          
4kهاي ساده در هر چهار طرف        گاه وجود تكيه   بدسـت   =
 ورقبراي نمـايش اثـر ميـزان كـاهش سـختي            . آمده است 
خرابي كه به صورت كـاهش خطـي در ضـخامت    ناشي از   

  : رابطه زير را در نظر گرفتتوان ميورق مدل شده 
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معـرف   K  ضخامت ورق در لبه هاي سـالم و        2T كه درآن 

ضريب كمانش ورق با مقطع در نظر گرفته شده در شـكل            
  :ودش باشد و بصورت زير تعريف مي مي. مي باشد) 6(
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 ورق ناشـي از   ميزان كاهش ضريب كمانش     ،  )9(در شكل   

، نشان داده شـده     )6(در مقطع ورق شكل     كاهش ضخامت   
همانطور كـه از نمـودار پيداسـت، وقتـي ضـخامت            . است

 K، ضـريب    شـود   ميكناري ورق يكسان    مياني با ضخامت    
 لازم بـه ذكـر اسـت كـه      گـردد  به عدد چهار نزديـك مـي  

 با نسبت طول    هاي ورقهاي صورت گرفته بر روي        بررسي

بـه   .به عرض متفاوت نيز به نتايج فوق خـتم شـده اسـت            
كـاهش  ناشي از  كاهش ضريب سختي    عبارت ديگر، رابطه    

  .است آنمستقل از نسبت طول به عرض ورق ضخامت 

 
 ميزان كاهش ضريب كمانش ورق ناشي از كاهش :)9(شكل 

  .ضخامت مقطع، كاهش خطي ضخامت
  ))6(شكل رجوع شود به (

  
  خطيغير  ـمتغير: متغير  با ضخامتورقكمانش -4

مستطيل شكل  هاي   ورق ميزان كاهش سختي     قبلدر بخش   
در اين بخش با حفـظ  . بررسي شد  با ضخامت متغير خطي   

ر  متغي ـ ضخامتبه بررسي صفحات با      فرضيات بخش قبل  
كه اين تغييرات به صـورت غيرخطـي مـدل شـده باشـند              

  .شود ميپرداخته 
  

  
گاههاي ساده   مستطيلي با تكيهورق  نماي فوقاني:)10(شكل 

  در هر چهار طرف
  

 در  متغيـر و ضـخامت     a,bي با ابعاد    ورق )10( و   )9 (شكل
د ناشي نتوا مي متغيرضخامت  .دهد عرض ورق را نشان مي  

از خرابــي در اثــر عوامــل مختلــف از جملــه خــوردگي و 
 h=2T0در ايـن شـكل      . سايش و ساير عوامل ممكنه باشد     

ــده  ضــخامت حــداقل معــرف  ــه آســيب دي ورق در ناحي
در نظـر    h=2Tهاي كنـاري    در لبهورقضخامت . باشد مي

  .گرفته شده است
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نشان داده شده   ) 12(و  ) 11(و  ) 10(همانطور كه در شكل     
و در راسـتاي  بـوده    ثابت   y  در امتداد محور     ورقخامت  ض

  .باشد  ميx عرضي تابعي از متغير
  

  
گاههاي   مستطيلي با تكيهورق  نماي سه بعدي:)11(شكل

  در هر چهار طرفساده 
  

  
 متغير مقطع و سيستم مختصات ورق با ضخامت :)12(شكل 

  غيرخطي
  

شـته  به صورت زيـر نو     ورق  كل براي  رابطه انرژي كرنشي  
  :شود مي
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 بررسـي كمـانش     منظـور   در اين بخش نيز مـشابه قبـل بـه         
 قبـل از    ورقهـاي غـشائي       از تغييـر شـكل     ورق،الاستيك  

 خنثـي بـه     تـار  به عبـارت ديگـر       .گرددميكمانش صرفنظر   
بنابراين  .گردد   غيرقابل تغيير شكل فرض مي     تارعنوان يك   

 رابطـه قبـل بـصورت       رنش غـشائي  با صرفنظر از مولفه ك ـ    
  .شود مي نوشته )44(

  : نوشتتوان مي)54(با جايگذاري تابع انرژي در رابطه 
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 تـوان   مـي  ورقبا توجه به تقارن در بارگـذاري و هندسـه           
 نوشت و در نهايـت      ورق براي يك چهارم      را  مذكور هرابط

گيري به     نواحي انتگرال  بنابراين .دنموار ضرب   در عدد چه  
  :آيند صورت زير درمي
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ه به صـورت زيـر در نظـر گرفت ـ        ضخامت ورق   تابع تغيير   

  :شود مي
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  ورق در راستاي خارج از صـفحه تابع تغيير مكان همچنين  
  :گردد  زير بيان ميبه صورت
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هاي صورت گرفته در اين مطالعه بر روي ورقهـاي           بررسي
ضـريب   كـه    با نسبت طول به عرض متفـاوت نـشان داده         

 ورق مستقل از نسبت طول بـه عـرض ورق   يسختكاهش  
 طـول   دن صحت روابط حاضر   بنابراين براي نشان دا   . است

در ايـن   . ته شـده اسـت     مساوي در نظر گرف    ورقو عرض   

ــريب  ــط از ض  رواب
T
T0=λــن  و ــسبت پواس  ν=3.0  ن

بـصورت زيـر    ) 60(بنـابراين رابطـه     . شـده اسـت   استفاده  
  :شود ميخلاصه 
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نيـز بـه فـرم      اي    كار خارجي ناشي از بارهاي درون صفحه      
  :شود ميزير بيان 
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رم زيـر   وق به ف ـ  فبراي يك ورق با و عرض يكسان رابطه         

  :شود ميتبديل 
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با مشخص شدن مقـادير انـرژي كرنـشي و كـار خـارجي              
 ورقرابطــه انــرژي پتانــسيل كــل  تــوان مــيانجــام شــده، 

(V=U+W)   ايجاب ميكنـد كـه      دلاعتشرط  . را تشكيل داد
 مـساوي   A ثابـت ضـريب   انرژي نسبت به    تابع  مشتق اول   

با انجام اين محاسبات مقدار بـار بحرانـي ورق      . باشد صفر
  :آيد دست مي هب بشرح زير
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  : نوشتتوان ميرابطه فوق را به شكل كلاسيك زير هم 
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  :شود مي به شكل زير تعريف  Kابطه فوق ضريبدر ر
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در رابطه فوق    
T
T0=λ   2 وT      ضخامت لبه هاي كناري ورق 

نتايج حاصل از كاهش ضريب كمانش      ) 13(در شكل   . است
 به دو   متغيرورقها در اثر خوردگي براي ورقهاي با ضخامت         

  .ي با هم مقايسه شده استصورت خطي و غير خط

  
 كاهش ضريب كمانش در اثر كاهش ضخامت :)13(شكل

  مقطع ورق
  

   تحليل پس از كمانش ورقها-5
، كمـانش ورقهـاي بـا ضـخامت متغيـر           4و3هاي   در بخش 

در اين بخش بـه بررسـي رفتـار         . مورد بررسي قرار گرفت   
 .شود ميپرداخته  پس از كمانش ورقها 

ستيك ورقهاي مستطيل شكل در     در محاسبه بار كمانش الا    
ــانش     ــل از كم ــشائي قب ــكل غ ــر ش ــل، از تغيي بخــش قب
صرفنظرشد، به عبارت ديگر، بدليل كوچـك بـودن تغييـر           
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هاي محوري قبل از كمانش، تار خنثي به عنوان يـك            شكل
اما در بررسـي    . تار غير قابل تغيير شكل در نظر گرفته شد        

شي، تغييـر   رفتار پس از كمانش، علاوه بر تغيير شكل خم ـ        
  .شود ميشكل غشائي آن نيزدر نظر گرفته 

در بحث پس از كمانش، تابع انرژي پتانسيل كل با در نظر            
گرفتن انرژي غشائي و خمشي ذخيره شده در ورق و كـار   

اي، بـه     انجام گرفته ناشـي از تـنش متوسـط درون صـفحه           
  .شود ميزير نوشته  صورت
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با توجه به تقارن در بارگذاري و هندسـه، روابـط مـذكور             
براي يك چهارم ورق نوشـته شـده و در نهايـت در عـدد               

  .شود ميچهار ضرب 
xz،  )69(در رابطه    ψη بيانگر معادله تغيير ضـخامت      =+

دهد و   ورق را نشان مي xzچپ مقطع قسمت بالايي و نيمه
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  .شوند توابع تغيير شكل ورق به صورت زير فرض مي
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هــاي كــرنش، در صــفحه خنثــي بــه صــورت روابــط  ولفــهم
توابـع تغييـر شـكل     . شوند  در بخش اول معرفي مي    ) 4و3و2(

استفاده شده، داراي يك سري ضرائب ثابت هستند، بـه ازاي           
  .شود ميهاي مختلفي تشكيل  ضرائب مختلف، دسته منحني

در واقــع بــا نوشــتن رابطــه تعــادل، از بــين تمــامي دســته 
 در فـضاي تـابع، نزديكتـرين منحنـي          هاي موجـود   منحني

ممكنه كه با منحني واقعـي بـسيار مطـابق اسـت انتخـاب              
،و انجـام   )69(با جايگذاري روابط فوق در رابطه       . شود  مي

 هـاي مختلـف،    محاسبات لازم براي حالت   
T
T0=λ    تـابع  

در زير، محاسبات   . انرژي پتانسيل كل ورق بدست مي آيد      
ت خاص كه در آن،ضخامت ورق در وسـط         مربوط به حال  

  .آورده شده است ، T=T0 ها با هم مساوي باشند، وكناره
كند كه تغييـرات اول تـابع انـرژي            شرط تعادل ايجاب مي   

  :تك ثابت ها برابر با صفر باشند، يعني نسبت به تك
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عادله با حل همزمان دستگاه معادلات فوق، ضرائب ثابت م        

   :شوند به ترتيب زير پيدا مي
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، يعنــي وضــعيت قبــل از كمــانش، w=0 بــا قــرار دادن

 مقـادير تـنش و تغييـر مكـان متوسـط در آسـتانه               توان  مي
  :  را بدست آوردxكمانش در راستاي 
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  : نمايش دادتوان ميروابط فوق را به شكل كلاسيك زير هم 
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، روابط  )a=b (براي حالت خاص وقتي كه ورق مربع باشد       
  :شوند به صورت زير خلاصه مي
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  :شوند روابط فوق به صورت زير باز نويسي مي
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2cr w.47.2uu −=−  
  : نوشتتوان مي) 87(بر ) 86(با تقسيم رابطه 
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 درصـدي در    69/49يـك كـاهش     ) 89(با بررسـي رابطـه      
سختي پس از كمانش ورق نسبت به حالت كمانش نكرده          

اگـر شـيب معادلـه كـاهش سـختي پـس از             . شود  ميديده  
اي ورق بـا ضـخامت يكنواخـت         بنـاميم، بـر    mكمانش را   

  m=4969.0                             : نوشتتوان مي
با مقايسه اين مقـدار بـا مقـدار بـه دسـت آمـده از رابطـه                  
كلاسيك كاهش سختي پس از كمانش ورق، صحت رابطه         

  .شود ميفوق اثبات 

  
    ميزان كاهش سختي پس از كمانش:)14(شكل 

  ،اسبات صورت گرفته براي سـاير نـسبتهاي       همچنين با مح  
مقدار كاهش سختي در مقابل نـسبتهاي مختلـف                    

  .آورده شده است) 14(كاهش ضخامت در نمودار شكل 
  
  گيري نتيجه -6

هـا در حالـت پـس از         ابتدا ميزان تغييرات سـختي غـشائي ورق       
هاي با ضخامت ثابت بررسي شد و ملاحظـه          كمانش براي ورق  

ه سختي غشائي در حالت پس از كمانش كاهش يافته و           گرديد ك 
رابطه مربوط بر حـسب پارامترهـاي طـول و عـرض و نـسبت               

سپس ميزان كاهش ضـريب كمـانش ناشـي از          . پواسن ارائه شد  
كاهش ضخامت، براي دو حالـت خطـي و غيرخطـي مطالعـه و      

در انتهـا،  . رابطه ضريب كمانش، و نمودارهاي مربوط ارائه گرديد   
هاي با ضخامت متغير خطي بررسي       پس از كمانش ورق   عملكرد  

و رابطه تنش بحراني و ميـزان كـاهش سـختي پـس از كمـانش                
  . ارائه گرديد براساس پارامترهاي ابعاد طول و عرض ورق
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